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Hidraulica
Nueva forma de la ecuaciori de la
tanserrte ala curva de r-emansc en
movimiento gradualmente variado
permanente
L/\
importancia creciente que
en revistas v modernos trata­
dos cientfficos de l-Iidraulica
se viene dando al movimiento
veriado, responde al deseo de coincidir
con la realidad objet iva en los problemas
de corricntes abiertas, torpemente abor­
dados mochas veces con formulas de mo­
vimiento uniforme. Este estudlo, uno de
los mas intercsantes en la Hidrtiulica
de los Canales, ha Iogrado en Chile un
desarrollo superior al de muchos pafses.
gracias a las investigaciones del profesor
Salas Edwards. Nos parece interesante
ccntribuir a 01 presentando una manera
muy sene ilia de llegar a 1a exprcsion que
da la inclinacion de 18 tangentc a 1a
curva de remanso elfminando simplifica­
clones burdas de partida, como muy co­
rnunmente se haec.
La formula clastca atribuida a Belan­
ger, que supone ancho infinite y cons­
tancia del coeficiente Hamada de Chczy,
b 0 C sc cscrtbe:
dh
ds
h,3_h1u
, -;�;-=hJ�
En ella h es Ia profundidad actual de
1a corriente hi, la profundidad de lTIO-
vimiento uniforme, 0 profundidad nor­
rnal y he la profundidad crltica: i cs Ia
pendientc del Iecho. La comparacion de
dh
las alturas de ogua de el signa de ds
y Ia forma de la curve de remanso. EI
coeficicnte b 0 C, a que hemos heche
referencia es cl de las formulas
en que el radio hidraulico se ha reem­
plazado por la altura de agua par con­
siderarse cl ancho infinito y en que b 0
C se supone indcpendientc de dicha
magnitud. Es de gruesa aproximacion
generalizer, suponiendo rigurosamenre
aplicable esa expresion en Jechos de las
formas usuales v en los que b 0 C varia,
segcn formulas experimentales, con cl
radio hidraulico.
Para sen tar !a nueva expresion se su­
pondra lechos de Iormas usuales: rec­
tangulares, parabolicos, trapeciales, etc.
Se limite unicamente, al case corriente,
dn
que Ia derivada "!-;-, de In sec-ionan
respecto a su altura sea 0 constante
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(lecho rectangular) 0 posit iva. Esta de­
rivada t.iene por valor el ancho superfi­
cial, pues evi'dentenlcnte I d h ,,---od n.
El cscurrimiento es permancnte, (OD­
dicion que sc expresa POI' la constancia
del gasto a 10 largo del camino, es decir
del producto de la secc.cn n poria ve­
locidad medi-i U:
La forme geomerrtca del Iecho, ancho
en ella z es la cota del fondo, h la altu­
ra de agua (fig. 1) en la secci6n normal,
que en Ia ecuacton debiera aparecer mul­
tiplicada por el coseno del angulo que
forma la seccton normal con la vertical.
Este angelo cs pequefiisimo en todos los
casos practices y por 10 tanto results
indiferente accptar h vertical en Ia ccua-
V'
cion. El sumando --:ii' altura de velo-
cidad media, aparece sin termino correc­
tlvo a, debido a la desigualdad de velo-
de base, inclinacion de taludes. etc.,
tambien se supone invariable a 10 largo
de la corriente: n que es funcion ere­
ciente de h varia gradualrnente, aumen­
tando 0 disminuyendo. Tambien es fun­
cion creciente de h el radio hidraulico,
n
R:o-� _-- , razon entre Ia seccion y el_ pe­
X
rfmetro mojado.
Esto supuesto, la ecuacion del movi­
miento gradualmente variado puede cs­
cribrrse:
i»
z+h+-2 +(Jd.�ct.g •
fiS. 1.
cldades, pues su presencia no da mayor
exactitud (1). La perdida de carga deb-
(1) Esourrimiento Variado. Salas Edwards,
1928 y 1923. No esre el sitio de haccr la critica
de puntas de partida adoptados par algunos 2U­
tares para plantear la ccuacion que nos preocu­
pa ; parece, sin embargo, venir "I case notur que
no es 16gico el v310r de " que toma Mouret.
[Cours dHydraulique Gencrale 1922-1923, pags.
439 y siguientes, reproducidn en Eydoux. Hy­
draulyque Generale et Appliquee, 1921). sacado
del movirnlento uniforrne. Esro lleva a vartac!c­
ncs inaceptables de la profundidad crit.ica y com­
plica estertlmente 13 discusion planreada, per
otro lado, en bases .exageradamente eimplifica­
tortes, como es el ancho Indefirudo
da a 103 frotamientcs esta expresada,
por unidad de Iongitud, por j, y su
U'
valor
C2R
es igual al que correspon-
deria en movimiento uniforme a igual
velocidad media, radio hidraulico y ru­
gosidad de paredes (I).
Derivando la expresion respecto el ca­
mino se obtiene:
d z dh UdU
-_.1._ .. _-- +./=0
ds
I ds
-r-
g d s
La constancia del gasto, cuya deriva­
de respecto al camino es en consecuencia
aU
nula, permite eliminar -d-; mediante las
relaciones:
dQ dU dl:l
d s
�o=!l d s + U---;;:;-
dU U d!l
ds n d s
perc como dn = ldh se tiene:
_ci Ul=_ U I _<!�
d s I:l d s
La eeuaci6n es, pues:
La dcrivada
dz
mide 10 que variad s zando valores sc rtene:
Ia cota del fondo por unidad de longitud,
es, pues, 1a pendlente del lechc i, nega­
tiva generalmente: es dectr que el fondo
dellecho baja:
dz
= -i
ds
(1) Escurrtmtento Vartedo, pags. 35 y 36.-­
Curso de Hidraulica General.-Feo. Javier Do­
minguez, tipuntes, pug. 83-1932.
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La ecuacion viene a ser:
de donde finalmente:
dh i-j
U'l
l-�
g!1
--='
ds
La cantidad
!l
g - es homogenea a up
I
cuadrado de velocidad, su rarz}/ g �l! ,
es la expresion de la velocldad crft ica 0
velocidad de la minima energfa cuando
rige 1a ley hidrostatica en la seccion nor­
mal. En este caso no es la velocidad crt­
tica que darla en el lecho el gasto Q,
sino la correspondlente a la seccion ,Q
que tiene la corriente en el punto cons i­
derado, siendo I su ancho superficial (I).
(I) Un ejemplo eclcrera csta idea: en un canal
rectangular de 2 m. de base escurrc un gasto de
t m':s; en un punta la profundidad de agua cs
de 1 m. Se pide calcular la velccidad V, Ia ve­
Iocldad crtttca Ue Y la Ve.
Los datos dan n=2m2; l=2m, Q=I rr};�
I
Se ttene U=- =0.5 mr r.
2
La velocidad critica debe sansfacer la ecua­
cion del gdsto Q'"'" it 1/ g � , conde recmpla-
!l�0.589
I
U :..:-- =1.7m:s
c 0.539
E1 valor Vc . es en cambia;
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Llamaremos \I�2 a esta cantidad. La
ecuacicn queda:
d h i-j
ds U'
1-·--­
\/2
c
y el signa de _:!_� y la forma del eje hi-e'
ds
draultco se deduce de la comparacion
de icon J en el numerador y de U ccn
Vc en el denominador.
h'
I
t
tre estes son sencillas Ia de Manning
(1890) y Ja de Forchheimer (1924), que
por ser monomias nos corrvienen. Adop­
tando Ja de Forchheimer (I), que da
para eel valor XRO.2, se tiene:
. Q'
J = '-'�-,-(1-'R�J,47
EI coeficienre \ depende unicamente
de Ia rugosidad de paredes El denomt­
nador es funci6n creciente de h: para
h=O_ vale cere, y para h=(x), vale tam-
I
:
L__._ .. . .. ... __...
Analicemos la var-iacion de Jean h
para concccr su relacion can i , La per­
elida de carga J vale:
U' Q'
J � .... --" ...._-.
C'R O!I'R
y scgun todas [a expreslones experimen­
tales, C OS funci6n crcciente de R , En-
J
2
bien infinite, por 10 tanto la variac ion
de.i con h se puede. representar en el
graflco de la figure 2 en Ia forma de una
hiperbola de las Ilamadas de grado su­
perior.
(t) La formula de Forchheimer, comanmenn,
expf lcita en la velocidad, cs U =), RO.7 ;0, � , de
donee se deduce, a truves de Ia cxpresion
V = Cr'Rj el valor C=A RO,2_
Cuar-do el movimiento es uniforme, Ia
perdida de carga es igual a Ia pendiente
del lecho, j � i (y la profundidad es Ia
.Hamada normal ii=b.).
Todos los valores de j menores que i
corresponden a alturas de agua mayores
que la de movimiento unlforme, corrientes
que llamamos peralradas, y a Ia inverse,
si las J son mayores que las i, las co­
rrientes son deprimldas. En resumen: si
Ja corriente es peraltada, cl numerador
es positive, nulo si cs uniforme y nega­
tivo si es deprimida.
En cl denominadcr \/c0 es funcion
creciente de f:, en todas las formas de
cunetas contempladas (1), que son las
/--'2,--
(I) En cfecto COl110·V.:. =ll g-; basta, . . 1
!1
probar que T es funcion creciente de h r�ra
dcmoserar 10 dicbo. En seccton parabclica
2 � 2
!!=-j-l h par 10 tanto, -r = T tv, que r rece
"
con h. En seccion rectangular Q = I h; I
= h,
ramble». En cuneta trapeclal, en que se ticne
(fig. 3) �}=bh+h2Igo.: y l=b+2htgo.:,
\:. 1-----..�kl-j •. '
�b--__,;
f;�. 3.
Q
la dcrivada de T rcspecto a h vale:
Q
d-1 2htga.(b.'-htga.)
.lh
=1- (b+'2-;j�
=
2bhtgo:+2h�lg2a.
= 1 - -L"2 + 4 b I{ig"�- +-:fh-�(g2a."-
Como el 2.° :. 3.el" terminc del denomrnador
eel qucbrado tiencn resoecrtverncntc valor dol-Ie
que los rermtnos del numerudor, y rodos cllos
son positives, el dcccminador cs meyer que el
eumera.Jor, 0 sea la Iraccion es mencr que la
unidud. La dcr-ivada cs cotooces niempre posi-
��
uva, es decir que T crece COn h
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de Ia pract.ica. Ahara' bien, el valor es­
pecial de V", que satisface la ecuacion
del gastc, es comb se dijo' la velocidad
crittca, que Ilamaremos U; y vale:
esta veloc idad corresponde a la altura
de ague he, Hamada crft ica. Si la pro­
fundtdad h es mayor que la crltica, se­
gun 10 dicho. \/c es mayor que Ve, y LT,
la velocidad media, es menor que Uc'
per Ia constancia del gasto. Por 10 tanto,
con mayor razon, Vc es mayor que
U. Estas corrientes se denominan rios.
En profundidades menores que la critica
sucede 10 contrario, esas ccrrlentes son
Ilamadas torrentes, En resumen, se tiene.
h>h, \/,>U
U'
rios-<1
'l',
h=hc 'l,o U
U'
-=1 crisis
'l'c
De aqui dcclucimos que et denomina­
dor �e la ecuaci6n general es positivo en
los rfos, nulo en Ia crisis y negative en
los torrentes.
El signa de la tangente a Ia curva del
dh
eje hidraulicc, -- ,es positive en los
ds
rfos peraltados y en los torrentes depri­
midas y negative en los des depr im tees
s torrentes peraltados. Esto significa
que e! eje hidraulico sc aparta del fonda
hacia cguas abajo en los rfos peraltados
y en los torrentes deprimidcs y que, a
Ia inversa, le altura del agua va dismi­
nuyendo hacia aguas abajo en 10.0. rfos
deprimidos y en los torrentes peralta­
dos,
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Para abarcar en la discus ion todos los
casas posibles, hay que cbservar que SI
la velocidad U satisface a la ecuaci-n
de 18 perdida de carga, cuando esce es
la pendiente c'el lecho el movimicnto
es umforme y puede suceder que esta
velocidad sea mayor 0 menor que 18
crftica U;;. Si es mayor la pendientc del
lecho. Sf: llama Iuerte ; si es mcnor, sua­
ve; s i lgual, se dice que la pendiente es
crftica (I).
Pueden enronces presentarse rfos pe­
ralcados en pendientc fuertc 0 suave,
como Igualmcnte torrcntes deprlmidos.
Existen tambien nos deprimidos en pen­
diente suave y torrenres pcraltados en
pendiente fuerte. Son en cambio absur­
do los rfos deprimidos en pendiente
fuerte y los torrentes pcraltados en pen­
diente suave, EI primero de estes supo­
ne por ser rio que U< Uc, en contradic­
cion con Ia condic ion de pendiente fuerte
y ser deprimido que da U<U'u>Uc; y
el segundo por ser peraltac'o en pen­
diente suave requiere U<Uu<Ue, en
contradicci6n can la condicion de to­
rrenre U> U;
Los puntos caracterfsticos de la forma
de Ia curva del eje hidraulico tambien
quedan de man ificsto en la ecuacion. En
efecto. si h va creciendo basta hacerse
muy grande. J tiende a 0 y U tambien;
\/e En cambio tiende a infintto, y por 10
tanto _d h _ tiendc a valer i, Como d h
ds ds
cs Ia tangentc del ungula que forma el
cje hidraulico can la paralela al fonda,
(I) Como nuestra ccuacon-ccmparaveloct.
dades, hecemos !a distincion �le c1ases 'de pen­
diente comparando sus valores, La forma co­
rrienre y nl!IS sencilla, es hacer lu cornparaci6n de
las prOfl�rldidodes, Si la profundidad de movi­
micntO �Inijorme <:s mayor que ]a crit:ca, Ia pen­
dicnte es SUi[\'e; si E:S ;gual, es pendiente critica,
y si es menor, es fuerre.
quiere decir que el nivcl libre t iende a
ser horizontal. Ast. pucs, los rios peral­
tados, cuya altura crece indefinidamen­
re, tienen una aslntota horizontal hecla.
aguas abajo.
Cuando la profundidad h se acerca
al valor he de la altura critica, que cqui­
vale a decir que en la ecuacion U tiendc
a Vc' ia ecuaclon tiende a ser
dh
ds
1-'-.1
o
es decir, que cl eje hidraulico ticnde a
cortar naturalmente a b profundidad
crltica, ya se separe de cste nivel (to­
rrente ° rio peraltedos de pcndiente
fuerte) 0 tienda a el (torrente 0 rio de­
prtmtdos de pendiente suave).
Cuando J tiende a valer i , es decn-,
qU8 Ia profundidad h se acerca a la de
movlmfento . unitorme, la inclinacicn de
la tangente a la curva del eje hidraulico
tiende a
dh
ds
o
---�O
U'
'
1--
V,c
es decir, que los ejes hidraulicos se acer­
can asintoticamente a la altura de' re­
gimen uniforme. Tal ccsa sucede en los
rios peraltedos y deprfmidos de pendien­
te suave, que sc separan de la profundi­
dad de movimicnto uniforme y en los
torrentes peraltados y dcprimidos de
pendiente fuerte que se acercan a ese
nivel hacia aguas abajo.
Can 10 dicho anteriormente queda de
manifiesto que Ia expresion sentada re­
vela Jas caracterlsticas de las conocidas
curvas del eje hidraulico en los seis ca­
sos cli:sicos, (Fig. 4).
La integraci6n de 113 ecuaci6n diferen-
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cial que se obtiene separandc variables,
es solamente posiblc en casos sencillos y
en hipotesis restrictivas demasiadc irrea­
Ics. La ccuacion de la curva, que aun
asl sc obtiene, es de muy escasa utilidad
pr,. ctica cornparada con 3U complicacion.
Si mprc ha de dominar cl criterio de
efectuar el trazado del eje hidraulico por
puntos escalonados CalTIO 10 indicaron
el profesor Salas Edwards (Escurrimien­
to Variado +cdicion polfgrafiada del afio
1918) y Fcrchheimcr (Grundriss del'
l-lydraulik, 1920).
